
第 8 卷　第 3期 航空动力学报 Vo l. 8 No . 3

1993年 7月 Journal of Aerospace Power July 1993

计及轴向力影响的传递矩阵精确公式

南华动力机械研究所　　李　彦
* *

【摘要】　在计及轴向力作用并考虑剪切变形的情况下,本文对转子轴段的受力与变形状态进行了

较为细致的分析, 导出了两种不同形式的等直截面轴段传递矩阵精确公式。实例分析及其与实验

结果的对比,不仅表明了轴向力对转子支承系统的动力特性确实存在着不宜忽略的影响, 同时也

验证了精确公式的良好准确性。
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文中导出的两种不同形式的等直截面轴段传递矩阵精确公式,不仅扩大了传递矩阵法的

应用价值和范围, 使其能够更加有效地用于受轴向力作用的转子支承系统的动力特性分析,同

时也为解决小型桨轴发动机研制设计中所特有的工程实际问题提供了方便的手段。

1　理论分析

　　轴向力的存在将引起转子抗弯刚度的变化,这正是轴向力对转子支承系统的动力特性产

生影响的根本原因。因此, 为使传递矩阵法能够计及轴向力的影响,必须而且仅需对轴段传递

矩阵(即场矩阵)进行必要的改进。

在轴向力作用下, 转子轴段的受力与变形状态可用图 1中( a)和( b)所示的不同方式来描

述。由于轴段的横向振动对其轴向变形的影响可忽略不计,故轴向力 H 的大小也可视为不随

系统弯曲振动过程而变化的常数。

图 1　受轴向力作用时轴段受力与变形状态
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图 1( a)和( b)所示的轴段与其相对应的微元体的受力与变形状态如图 2( a)和( b)所示。

图 2　轴段微元体受力与变形状态

在考虑剪切变形的情况下, 图 2( a)和( b)所示的微元体平衡与变形方程为:
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其中 �为截面剪切变形系数。
对式( 1)进行整理并略去高阶微量后与式( 2)联立可得:
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　　对于图 2( b)所示的微元体, 其平衡与变形方程为:
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　　由式( 4)、式( 5)联立,略去高阶微量并整理可得:
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　　对式( 3)和式( 6)进行变换, 均可得到如下微元体变形协调方程:

u
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2
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″= 0 ( 7)　

其中 S = 〔H / ( E I )〕/〔1 + �H / ( GA )〕 ( 8)　

　　对式( 7)进行求解可得:
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( 9)　

　　利用式( 3)和式( 9) ,对于图 1( a )所示方式有:
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M = H ( C3eSx + C4e- Sx )　,　Q = H S ( C3eSx - C4e- Sx ) ( 10)　

而利用式( 6)和式( 9) , 对于图 1( b)所示方式有:
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M = H ( C3eS x + C4e- Sx )　,　Q = - H C1 ( 11)　

　　另外,根据图 1可得边界条件:

x = 0　,　u = u1　,　�= �1　,　M = M1　,　Q = Q1 ( 12)　

x = L　,　u = u2　,　�= �2　,　M = M 2　,　Q = Q2 ( 13)　

由式( 10)和式( 12)可以解得:
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　　而由式( 11)和式( 12)则可解得:
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　　将式( 14)代入式( 10)并利用式( 13)可得:
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写成矩阵形式即有:
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同理,将式( 15)代入式( 11) ,利用式( 13)并写成矩阵形式可得:
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　　至此,即得到了分别与图 1( a)与( b)所示受力与变形描述方式相对应的两种不同形式的

轴段传递矩阵精确公式。

2　应用分析与讨论

　　应用文中导出的精确公式对某涡轴发动机压气机试验件转子支承系统进行了临界转速分
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析[ 1]。该试验件转子采用典型的轴向预紧端齿连接的结构形式, 其装配预紧力高达 72000N。当

不计轴向力影响时, 系统前 4阶临界转速计算结果分别为 14074、33472、37801 和 58251r/

min,而计及轴向力作用(即同时考虑预紧拉杆中存在的拉力和转子主体中存在的压力)时, 上

述结果分别变成 22980、33588、51395和 58326r/ m in, 故对该系统的前四阶临界转速而言, 轴

向力的影响分别约为39%、0. 3%、26%和 0. 03%。由此可见, 在轴向预紧端齿连接的转子支承

系统中,轴向预紧力对系统的各阶特征频率具有不同程度的影响, 其中某些特征频率受轴向预

紧力的影响十分明显。有关轴向预紧力对端齿连接转子支承系统各项动力特性的影响规律与

程度, 文献[ 2]提供了进一步的分析与研究结果。此外, 根据静频试验结果[ 3] ,上述系统的前 2

阶固有频率分别为 390Hz和 520Hz(分别相当于 23400r/ m in 和 31200r/ min) , 从而表明计算

与试验结果之间具有良好的一致性。

必须指出,作为计及轴向力影响的传递矩阵精确公式,式( 17)和式( 18)虽然均可用于受轴

向力作用的转子支承系统的动力特性分析, 但它们却都必须在轴段中确实存在轴向力的情况

下方可使用,对于不受轴向力作用的轴段,即H = 0时,式( 17)和式( 18)将告失效。这是因为在

H = 0的情况下,轴段微元体的变形协调方程式( 7)的形式及其解的特征将完全改变。此外,验

算工作表明, 当轴向力很小即 H 的值接近于零时, 式( 17)和式( 18)中以H 或 S 为分母的各分

式元素的分子也随之接近于零, 因而勿须担心数值失稳现象的出现。事实上, 实际经验表明,当

轴段中仅存在很小的轴向力时, 轴段的抗弯刚度几乎不发生改变。因此,较小的轴向力对转子

支承系统动力特性的影响往往可以忽略不计。

需要说明的是,式( 17)与式( 18)在形式上虽然存在着明显的差别,但比较式( 3)和式( 6)的

不同之处可知,这是由于在图 1( a)和( b)所示的轴段受力与变形状态中剪力 Q 的含义不同所

致。不过,式( 7)的统一性却决定了分别采用这两种不同形式的公式进行系统动力特性计算时,

所获结果在实质上并不存在差别。关于这一特点,实际应用结果也给予了充分的证明。

应当注意,尽管式( 17)与式( 18)仅存在形式上的差别, 应用过程中可以任选其中之一, 但

却不能在同一条传递路线上将两个公式混合使用,否则将因剪力含义的混乱而导致分析结果

的错误。

本文得到了尹泽勇研高工的热情帮助和指导,特表诚挚谢意!
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VIBRATION CHRACTERISTICS OF MISTUNED DISK-BLADED
Yan Yunju and Gu Jialiu

( Northwestern Polytechnical University )

ABSTRACT　　　　A mathem atical model by Subst ruture M ode Synthesis Methed is

pr ovided for coupling vibrat ion of a mistuned disk-bladed. Several low order modes of each
subst ructure are obtained by m eans of Experimental Modal Analy sis and m odifying

calculat ion of the modes. Relying on the small perturbation of blade m odal st if f iness, real

mistuned disk-bladed and sever al kinds of theor et ical mistuned m odels are set up. M odel
param eters and mathem atical fo rmalas ar e checked by use o f forced vibrat ion experiment o f a

real m istuned disk-bladed on vibro stand. Analyt ical resul ts w ell reveal that the mistuning o f
blades is the reason why resonant r esponse of som e blade on the same stage disk is much

gr eater than other blades. T he results also show that smaller fr equency dif ference and
random m istuning distribution of blades are elig ible, and also g iv e the rat ional r ange o f

rotat ing f requencies of an eng ine.

PRECISE TRANSFER MATRIX FORMULAE
CONSIDERING AXIAL FORCES

Li Yan
( Nanhua Power Plant mechanical Research Institute)

ABSTRACT　　　　 T wo precise transfer matrix form ulae of dif ferent form s for

analy sis of shaft elem ent w ith constant section par am eters ar e deriv ed which take ax ial for ces
and shearing defo rmat ion into account . Both o f the form ulae are applied to a pract ical

example. The com parison betw een the r esults of the calculat ion and experimental data show s
that the precision of the form ulae is v ery w el l and that considerable ax ial forces do have a

nonnegligible influence on dynamic proper ties o f r otor-bases system. T he presented for mulae

not only ex tend the applicat ion of the t ransfer matrix method, but also pro vide a convenient
approach to solv ing the specific eng ineering problems in dynamic analy sis of the r otor-bases

sy stem w ith considerable axial forces due to pre-pressed coupling curves in its assemblage.

STUDY ON CONTACT STRESSES OF CYLINDRICAL

GEARS ACTED BY DYNAMIC LOADS
Liu Geng, Zhu Hao, Shen Yunwen ( Northwestern Polytechnical University )

Gao Xiangqun ( Nanhua Powerplant Institute)

ABSTRACT　　　　An approach to local f inite element mesh ref inement is studied for
thr ee-dim ensional elastic contact problems. The study show s that because of different act ing

loads the boundary condit ions o f the ref inement model in contact problems are dif ferent in

calculat ion at f lexible m atr ices and contact st resses. On the basis of the approach, an ef fective
method is prov ided for the calculat ion of the contact st resses of spur and helical g ears during

the w ho le engagement period. According to the posit ion of contact lines in the act ion plane,

the present m ethod establishes the FE models of gears by a 3-D autom at ic m esh generation

pr ogram . The load share rat io s of g ears and lo ad distr ibut ions along the contact lines during
the w hole engagem ent period are then simultanuously calculated by using the coordinate

sy stems o f gear prof ile and the co rresponding matrices of co ordinate t ransform at ion.

Further more, the local FE mesh ref inement models of g ear s on a specific contact line are
established and the detailed contact st ress dist ribut ions o f the contact line ar e evaluated w ith

the use of f inite elem ent-mathemat ical prog ramm ing technique. In this case, the calculat ions
of contact st resses on different contact lines of gears dur ing the whole engagement per iod can
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